Hat 21.4

Sistemi |ineari Z ﬁasﬁ;rma.aicmi

RQW'ﬂdef: i piene cn.rt‘esl'u.ﬂn/e.u.n'..'dea e per noi de{:‘m','a
(in modo ea‘l’rinsem) come IRxR= IP.:Z, insieme delle coppie
ﬂrd»‘nn.fe ds vwumeri reals.

Reﬁﬂ'ﬂdéﬁ': la d.-'sfa.nza_ 'rru. P(X.;;}Q) e Q(Xg; }"-z) e per

noi definifa eftraverso d(P,Q) = \[(x,-x;)% (vy-y,)2 . Questo & equivalente o prendere { Teoreme

o F’.‘l’ngnrm come essioma , per poi dimosirare che d(P,Q)+d(Q,R) 2 d(P,R) (diiu& ‘Trin.ﬂgolqre).
Reminder : debti A,BCR*, d(A,B)= inf dle,b) € la longhezza delle piv corfa cangiuﬂae.nf'e.

ecA,beBB

Corollerio : dato un puontfo P e une refta v, d(P,r) é la distanza fra Pe lo proiezione dv P so R,

Fa.ﬂ'o: le -[armula_ per k d.stenze Fun'l'u—reﬂn_ e deducbile dal primo Teorema. d Fuclide. .

Dimosfrazione : defe lo relfa r dv equazione @X+by+c=0 e i punfo

P(Xi %), cnsideriamo A,B €r iy modo che A abbia lo stesse esussa do P

e B obbia lo sfesse ordineta di P. Allore d(P,r) € I'altezze reletiva

el ‘iFui'Eﬂusn. M un Trin.na’ﬂlo reﬁn_ngn[a con caleli PAe PB.



IﬂXa-t-b}(a-i-cl
JaZ+ b2

De{.‘n;ziane : une @:iRZ—> R (on lo propriete che W P,QRER®, d(P,Q)= d(@(P), P(@)

Poiché 'ultima |unJh£EEn e PA'PB/\/PAZPB?, o covti 141”1' si ha EI(P, r) =

e defte isometria (frasformezione che preserva le distanze).

Fatto (visto e lezione ) une isomefrie P che {isse l'origine (ossie tale per cui P(0) = O)

e necessariamente una Q_PPL.‘maime. lineare , 0ssie. une meppe tale per cud @(Av) = A @)

e P(v+w) = (v)+ @(w) per ogni mFPfq ds vetfori v, w e per ogn scalare A

Fafto (visto @ lezione) L'immagine di una epplicazione Lincare (P: R*—> R® & inferamente determinata
dalle immepini dei veffors () e (3). Infat: per LWnearita LP'((g)) = X cp((g))+ y @((9)).

Posto che LP((é))= (:) e ¢((3 )-*(5) , @ e rqla]:reseni‘a_ih dalla melvice (z‘:) = My

T () = M (D)= (B0 - ()

Falto Se @ ¢ una isometria, P conservae sie le arce che le ampiezze degls a.ngab'.

Cﬂrﬂuﬂriﬂ Se Hq? TEFPVESEH'l'E. ung l's-amé‘\'rfil, allore det H:p =+4 e qu he colovwne Gr“l'ﬂc?unﬂ{.-'_



Una Fa.rTimlqre isomegine e quella. dale. dalle riflessiove ( simmeTria a.ss:‘nle) rispeffo alia renw
r‘{fiessiom
di equezione Y =mX
PE\" d'E&c.rfUE.rln_ infErn.mEni'E @ au-ﬁ{;u'erlfﬂ Ln.l:fre. qua_L' Sono [E'. :'mmﬂcsn‘ru'

A (:) e (f) Ponende m = tena abbiamo che (g‘) viene spedfo in ::g::) mentre

sin (29)
— tos (29

(: ) viene .5]DEd.q+a in ) PEI"' qua.ﬂ'i_ﬂ Ui‘.ﬂfﬂ

M., = tos(29)  sin(2) B l 4-m2 D R bei e he
LP sin(29) —cos (2=) m244 2m mé— 4 ” .
I ] d ] T X - > dot
dungue I'immagine del generico punfo (x;y) € dete de ;
(L-m?)X + 2my  2mx+ (m?-4)y
mé4 4 ’ m?.44 P

Le Trns{ormnainne preserve 31; a.ngnu ma inverfe |'orientezione , Faichi’é det My = ~ cos (29) —sin (29)= -1,

Rf{JQSSEGYIE o aimmei'rie essials




RG‘—&Z{OY'H ( atlorno el ’nrics:ine)

Verse

posifive
Le medesime ma:umen‘fu.a;nm' delle slide Pre:.edenf'e si applicano
150) el ceso ds f; R — mz , rotazione etforno aJ}‘arrgan ({ﬂ verso
Fosi‘hval ossia a.n‘l'iara.rfa) i un a.ncrnln o. Per deﬁm‘ziaﬂe os
sng e cosa ebbiamo }g((é))=($,ﬁf e }‘;((f))'-' —;::f),

dungue le metrice che rn.la':resenih f;, e " = ( cosof —sinta’>
v =

. . S
che he Fer colonne | Pf‘éceden'h versor: & g  Cosg

reel,22a deth = CMECf+ Siﬂqq' = +‘.f. 'Da.”'as.ﬁerva.zfane
Pre.ssac.h"é banale che éﬂ f’ = @_P segue lo. non benele identite M, H‘P = H‘”P’ EquwalenJre

elle -Fgr‘mule. di add.izione d. seno e coseno :
Cas(cj+p)= Coscf CoSB — Sing sinP

sin (g +B) = Sin¢ COSB — o859 SinB



- X - ysing
L Emmngiﬂe del Fwﬂ'a (;) aHreverso una rofazione di uncfnln o aftorne al) ".-;;rgafne < d‘mque' (x ;T::+;/c;:ﬂf

E:S.Egmﬁmﬂ oYye. una Fﬂrffmln.rﬂ assouaioné Tra Fuﬂ‘h

Da.lle r‘D'I'a.Einni Q&1 numeri mmHE.SSi'

del Pu'n.na e uFFarfune n.FPL':a.EfaHi L'ﬂéﬂ-f"". A”‘uru‘gine

@asSsocamo l‘ﬂ.rr[a'm'in‘ahﬂ nulle , che manda q.u.a.'l:fn.sr vettore ﬂe”’a-rfgl'w'a. Al generfcﬂ Pun‘h: (X;}f)?’-‘(ﬂ;r_:)

" -@‘a]:?b‘mefane che ma,b']:[.;cn. tulte le coordinate per f’= UxGy?

assocamo la E-DPHFDE-{EI'&HE +r¢

e« Lo rofazione afforne a.Jl'c:rrgine da :?.n(fala O che manda. (4;0) nel versore (X/f ; Y/P).

Cost fu.ce;nola | SEHErim Fun‘,'n (x;}r) viene assocato alle matvice X —Y
Y X - H(H;v)

::]1& he defem’ﬂqnfe /915 mrrr&seni‘a ua ra‘l'u-— d.-'ia.f‘n.ar'one,

M prché' le. ma'tiPL'cn.EfﬂﬂE F*Er .'Scn.}a..rl' E c.arhmfn"l'hfﬂ. e Iﬂ i? anche fﬂ- Larnpﬂ.ﬁi’!'ﬂﬂe

cL' PDTﬂ-Efﬂﬂi nﬁnrnﬂ a.“ ‘ﬂﬂgfﬂﬂ, il Fin.nﬂ oSt rEﬂiﬂ.fn (.:ame insieme di raﬁ—d.-‘ln.‘l’n.ﬂ:‘am‘)

.

e vion Solo uno spazio vettoriale ( Mesq = Hp+ Mg | Myp = lHF) mQ enche un 3rvppe

Esiste un

. . . g . <
insieme ds risreﬂb al rradnﬂ'a , 03Sia. un Cﬂmro - shruttura all 'intervo della quale e Fﬂ.isdm'fe lavorr
NUMER) che

Seomelricemedte  con le quetiro oreve ziows (+,—,+,/) preservand-~+a le ysuvals prapn‘eﬂ:.

E uN PlANO |



PV ma. , "YWy I RAETIV PRI NPT SR I Y TRl T W I ST RS TR e e w = S P L b L L ---—lﬂlttrl'"'-l-ﬂul-' Llmi e rurnu e a ™™

piv astrafte una strufore che conosuamo 3.‘& : il piavo.

Al wmterno d. que&fa "Fia.na re—:'ni'erfrefnfa" "¢ un elemento molko Fn.r‘]‘imln.re. : le wmelrice essoceta
a| versore Yy (cn'oé” cl Fun‘]'a (D_;—I)) e :;{> , o€ que;“n. che r‘n.FFrejen‘l‘a_ vne rofeziovie . Gu°

eHorno all’origine. Ruotere per due volte attorno ﬂ-“"m"lgl'ne di 90° prodmce une volezione di 1807,
coe il passageoio all'anfipodo rispetto all’origine : in quesfo insieme di wumeri <€ quelcose che ha
come %erg&h l’uﬁnsfa del)’ elemenfo neutro delle ma'tff[itaz:'aﬂe,

A ques.’]'a Fuﬂ'h: , 5emPL'ﬁcL;avna le. nofezione : indicando il Puﬂi‘a ():;y) o la molrice assoceta
semplicemenfe come X+ 1y | abbiomo ?=-4 , ma le regole dell'algebra resfano mveriete.
Ad esempio (e+ib)(c+id) = @c+ibe +iad +t*bd = (ec-bd) + L (bc+ad).
L'insieme € dei numeri complessi | anche deffo piano di Argand - Sauss | oltre rion € che

Tusuveale piano carfesiano

) sul q,un..le e dE-anﬂ'ﬂ f] PradOﬂﬂ Qppena Esrli:.é‘{'aj'ﬂ.



NQ'I—Q_: le. wostruzione di C che abbiamo appena deﬁagb‘n.‘l‘u nov € gquelle Piu\ repide. (nbigﬂiuqme-ﬂte
si -Fa. prime e dive che C =~ RIx] / (x% 1) , insieme dei resti der polinom & Cne#.‘c..‘ew{‘f reely
quando divisi per x1+-:£) ne le prima storicamenle eleborefa per risolvere le equazions di 3° gmdn,

me he il pregio de rendere Palese che ,
o Prei‘EHdEf’e che X%4 =0 abbia soluzioni non €
{nmmpa.hb:le. con le rggnie de”'/-‘rlavebm

o mnltilzh'cq,re per un numero complesso .sfgm'f;'cn_
applicare one roto —dilatezione.

1 Teorema -fbndeﬂfQ]E deII‘A!gebrn. qfferma che C ha un'eltra clamorosa Fraprie{'ﬁ‘:
e nlge,brfr:umen'i'e chivso, o0ssia : c'un.lunque J:a[,.‘naw'n non costante P(x‘jéql:[x] he. ESATTAMENTE

tante redic Cmn{'n.'l'e won mnltel:h*ﬁ‘\‘&) qua.ﬂ{'e. il Sra_cla R p(x).

Le. dimostrezione di questo risvltate (La prima. , dowte a Sn.u.ss) esula abbondentemente da;

ﬂﬂ.ﬁ'l“r{ -ﬁcﬂpi , Mma e comunque besela su idee 3&::??12‘{?‘1'-::1':3 , ri&unrda e {arrﬂu. del Srn.f.;'cn ds |FCE)]

el vevriere di 2 sv cerchi cevtreXi nell'arlgme_



. : 2 , ~
Ogm isomelria @: R —> > che {f.ssﬂ. "arl'gme e une rofazione

Tearemn. d. deoomposi zZione

o (esclusive) una simmetria assiale.

Dimoslrezione. Poiche ¢ preserva le distanze e P(O)=0, ¢ € un“arFL'cn.Efﬂne Uneare , che maendg

Coso

i| veftore (é) in Un quelche versore ( .5:'ﬂq)~ Poiche ¢ preserve anche ol p.ncgal,: , € immegine di
(f) JEVE essere uUn versore nri’aganﬂ.le Q CP(('é)), OSSI1® (_;f::) GFPUTE (_5:::9,)
NE' Ffimn S0 ,n_ mqfrfr:e 1550&'&.'1'&. Q LP E UNneg mnfrfce cL' rci’nafﬂne won c:JE‘:t";-i--:L‘Jr

I"]E.] Semnolﬂ CaSO Une h’lﬂ."fﬂ'CE da r{{IESSfEhE con dé‘.t = ""i_ |
Osservazione £ Prndaﬂ‘n tra due wmatric , 6n+rnm]:ae di rofezione o Eﬂ‘h"ﬂlﬂ‘!l{?ﬂ di rr'.‘ﬂessfane ;

¢ una mafrice di rofezione. |€ Frodni'lh tra une metrice di rofezione e une di riflessione &

UN& mn.’l'n'ce - h riﬂess-'nne, Pm‘c’hé dEt(A B)= dd:(fﬂ det(B) e la L::ml:aﬁffl'ﬂne di isometcie e yne I‘SGNE‘{'HQ_

COI"O“QI‘fO /5( meno d» traslezion: qunlunque isomefria del piano pur.? essere espresse come

composizione di une o due riflessioni , a seconde che |'orientazione sia ipyertita o preserveta.



R&’H’ifim del 1’651'#: une Trna-f‘prmnziahe del piano Wp: ﬂf-—‘h ﬂli non deve essere necessaviamente
inietftive (P?‘ Q= @(p)# CP(G!}) o bivniveca . Ad esempio le proiezione (nr"l'agnnnie) su una rela

e vne frhS-Farmn.Zu’aﬂe Piﬁ che lgg;ﬂ:mq , Me von e I'M'Eﬂ{un_ . an? 5a¢:|d..'.:fn. CP(CP(P]) = CP(P') per
a%ﬂ-ﬁ' PE.IR.?

Damﬂ.ﬂdﬂ.‘l q/ua."l e I"fmma_gfﬂﬂ del ge“en*c.a Puni’u P= (J«;) secondo la Pruiem'ane svlle rela du equda.zione

ex+by+c =0 (? Abbiamo dvers mod: o risranalere. P vediamone uno che Permeﬁeri di ritrovere

l‘asrr*essfﬂne di une. simmetrie essiele | nonche di enticpere vn concetfo imParfanha L il complefemenito del
quedralo.
IQ gﬂﬁﬂl‘“iﬂa Pun‘l'a de;ﬂll. r‘Eﬂ'ﬂ. GL' equajfane y: mx+q l’iﬂ. canralinqi'e (x; mx +q) i
y=mx+q \.
Le sue distanza al quo.drn.h:: da P(x,;v.) & deta da
‘-P(P‘) (x—x,)ﬂ+ (mk-rq - yb)i = [“"2"'4) x? - Q(mya-i-xa—mq) 4 (J(E—l-yf'-arqi—- qun)

P(Xa.' Va) che ¢ un .fuknanﬁa o 5emnda arﬂcjﬂ nella. varicbile X. Trovare il pun‘]‘n dr vavumo

da qUES'l'a FaL‘naw’ﬂ e e-::,uwnlen’re e Trovere la proiezione cercata.



Defo il polinomio di secondo prade F(x)= Ax*+Bx+ C wn A>O,

COMpleTmen“b del qued relo
‘anssfn.ma osservare che A4A - -F(x} = 4A2X2+ LABXx + L AC

Snm'gl.-'q. molto «al FnL‘nﬂwﬂ (2AX+B)2 LA X + LABX + B n particolare , posto

A = B2 4AC abbiamo che

LA F) = (2Ax+B) ~ A (X)
e Fnic'hé qunfunquﬁ qua.olf‘ﬂtu e 20, 4A 1(\(1) ]

on vgueg Lanze reclizzaeta

solo quando 2Ax+B =0 , cioe per x = —B/(2A).

Tovrnando ella slbide Precedenfe, questo « d@ che |'escisse della proiezione da (Xo) Vo) 50 Y=mx+g

e dete da (X,;.+ my, - qu / (m3+ i) , Cansecgueﬂ‘}emen‘ha 'ordinata € (mxa+m Y, + g ) /(m -+ -.{)
l€ sfmm&"l'rfm di P fl'.'SP'E'H'a a“a. feﬂﬂ. e Q-LP(P) - P , che cawfermn qua.ﬂl'a Travn‘]‘a v Freﬂederﬂza.,

(%) Note : quesfﬂ 3iuﬁ”ﬁ-f.iﬁ.n. anche il felto che le soluzioni di Ax% Bx+C =0 siono (-B= V4 )/(2A),

PDS‘I’G che A 20 lnoltre locelizze in (—ﬂ,wﬂ) il vertice delle Pa.rﬂlodn_ che ¢ Smﬂca de F(Jr :



BTG Un eserugio ULTRAclessico (Indem2003, TFA 2013, ...)
f@\
/

Date nel piano tre distinte rette parallele "4: 7B 7C' g yn punto A4 € ra,
\\ si dimostri che osiste sempre un triangolo equilatero ABC con BerpoCere
. _ a'll

hhh}/n . \ Dimostrazione. .Supiaam'a.ma di avere giff una soluzione ABC
. f h.:j%}f__h_“ ton ABC Pﬂ-ﬁijfhfﬂ.mEﬂ'}E orienteto. Allore C deve essere f'immagine

J =

.'IIIIIIE{}'J _,,f””'fff d: B secwndo una rafﬂ.&iﬂrﬂ di 60° E‘H’ﬂl"‘ﬂﬂ ed A Denornunando

Fa AD/’H f»’ fele rolazione ebbiamo da.mque Be I"B - C € f(’(“ﬂ) _

Poiche 17 e f(r"B) sono incidenti, '€ un'unica. posizione
possibile per C , ovvero f};nf(rﬂ,), E {fissa¥i A e C il Pun’]‘a B nen Fua“ che tfrovarsi nell'intersezione
Tra g e l'asse di AC . Reste solo de provare che il Trinﬂgala ABC cost delermineto € effeHivamente
. <N “N N D
earu;laTarn, me queafa e immediato dofo che , per Ccﬂh‘uzfﬂﬂej BAC = 60° e BA=BC —> ACB=BAcC = 60°
Ammasinne in SNS 2003 ¢ deta unae Pﬂ.fﬂbaln. Me un Puv:l‘l'ﬂ Pel, si dimostri che esistono QRRem
per can PQAR risvita Equiln.‘l'ﬁra_



(/lteriore SUPERcIassico ( Polya)
QM-G.I ) I‘qrea Q del qua.drq'h:r n -ﬁcgura_ (.?

* Zh=24

, € 2A puvo essere

deferminato Jo. vie Erone/Archimede

o F = L eotag+ £ + £ cof B

d.u.ﬂque basto Trovare ca{“?-l' cot P = %
A Rg(_a,l; de.'ﬁnfaiavﬁ Sin /ms/f:b.n...

Deato un n.ngabo awte U come a lalo,

sSinf = Ac/ap (appasfa/fpn‘l'enusn)
Y cosB = Bc /ADB (ﬂdnlﬂcen‘liz /iFn['emm)
B T:. tan® = Ac/Bc (ﬂFFO:‘:‘t'a /ad.h.:enf’e)
cot @ = BC/AC (ediecente /EFPos’l'a)




VH A bew‘l’y -TQOI"EME_ . Nn_,:ﬂ'eﬂn&

Dato un fffﬂ_ﬂgﬂla ARC nel piano , siano

VA,VB,V¢ i verhic: der Tf-'n.ngol,: Ec:,uflq,ferl'
costruiti sui lefi di ABC , esternamente
ad ABC. Siano O4,0q,0c i centri o
-:,ue:;]'; ’I'rfn.ngol,: + Op0p0, € equs letero.

Dimostrazione (sketeh )
e AVA = B\/ﬁ - CV;;, per rotazioni
] OAOB = OBOC = O{:OA = AVA /ﬁ

FEI" roto - s lataziont.

E-Xh'-&: AV,QJ BVEJ CV.: concovryono wm un Fun‘l'ﬂ che
nﬂ:a.r‘fiene olle circan{: arcoscrite di ABVe, BDCVj3, CAV;



Van Olc»e.l (Ven Aubel )

|pofesi : ABC 'l’rr‘n.ngnla, ACDE, BAFG, CBHI quadrah
costruits esternemente , P= BD A CG.

Tesi: APLBC.

ldee. delle. dimostragione : ruotiamo di GO°

atforno ai punti opportuni e sfruftiemo le proprieta
dell’orto centro.

Dimostreaione

® Per rofazione altorno @ B, GBC= ABH e CGLAH
o Per rotezione oltorno « C , DBC= AIC ¢ BDL Al

e Do punt F"‘Ecﬂdﬂlﬂh CG e BD sono Traslti
delle altezze di AHI per H e per |

o A, P e 'ortocentro di AH| sono ellivet:
su una rele PerFEHd.;mln.fe e BC.



_T;"Nio_e ... Or net O

Claim: il volume di un G,Uﬂljfﬂ..ﬂf tetraedyro € %

del Fradaﬂ'a Tra le lurghezee. di due 5;:::3.::!»’ aPPnsh

e |le distanza tre qUE.S‘I' (.

.Sal’ro-i:rablemn.: E ovvio che esistano T—'EAB
e Eecd tel per EELAB e EFLCD ?

R.r: beh, due convessi chivsi e da.':ngl'!.?ﬂ'h' ne]la :;I:ﬂ..‘lfo

devone avere une dislenza , realizzete de un'unice
Re.cal:' Fﬂrfenaumhrii':?

e Prﬂdﬂ#ﬂ scalare c-&ncgfunaeﬂ‘hz, FerFEndn’cala.rg ed Eﬂh"ambf_

N
W,Vve R, Wwdiv sse

O=<wu,yy =) UVp




HGMO ‘(ﬁbﬂr‘ (-5)][;?1"1'01’10.8 sUee : come si ruofa nello SFQEEG (.?

- Un Po‘l F.Er uﬂltq+ In TErm..'m' degL‘ a.rlgul; A

q'? e X che -,[arm'scanﬂ rl'.jreﬂa‘uamEﬂfE e

letitudime e iandpifudme, 5u'>r¢ﬂenda che R=41
f, abbiamo le 553uen+~‘ assouez2ioni .

Y A X y 2

O O 1 O O

P O cwsp O Sin

Costp  Cosip .
('P A " OsA - SinA 5"“?

dunque il generico F'un'h-:: sulla .Super-f'.'.:.‘e
ha coordinate

A (R wWsPeosA |, ReosPsimA | R sinq?) ,
4

Ogrﬁ 'iﬁomeTﬁﬂ dﬂ.“:l 5{em n se che Preservn_

\ :
| DTL’EHE‘LEIGHE E ﬂc:m]:ct:‘:izmne di una rotezione in P e vna n i_

el -



|-.,.|'|a-u---' = R T TR e R EEew  0 0— 1§ -‘”1 - Tl e

E, I e 0,0p sone i cenfri di dilefazioni du -(:-.-.Hare + R/r
che mandano T] in s In Pa.r‘l'.'c.ulqre EG‘APAR; IeAr_BR e Paah:: d=0-Op , per proporzioni

— B__Or“l"‘l"'Og

; A =
i Ty e
R+r s L
i R
—_ ROr—rOr i N
R-r AT J\ \
/ L\
p, /
EOr - R_.rt—r" /f / \
[
OfI= -T2 —
r R+4v © - \LL 0y
_ Rd
+ O3 R4V Mi \H

|
!
!
!
!
!
|
|
|
i
|
|
|
| "\
| )
|
|
|
|
i
|
|
|
|
|
|
|



ﬁ.m'l'b ds Torricell; / Fe Eﬁhat / Steiner

Dato un frinngal,o ABC con q.ﬂgﬂla' < ‘20':,
il Fun'l'ﬂ P che mimnmu2ee PA+ PB + PC

o esiste ed ¢ unico

o si frove su cescuno der segmenh' AVy, BV C. Vo

(Tuﬂ"f con la medesime lunghe.zzn.)

® 5i trove sv opnune delle crconferenze crcoscritte
o "'rfa,ngnh' e.qw'}n.']"erf ca.ﬂ‘]‘fui'h‘ St ]n.‘l'{ di ARC

o c.ancffun‘]'a con A,B,C defermina ““cf’”{" de 420°

e gl ess/ di PA,PB,PC sono i lati del friengolo
ds }Jﬂ.Pa]Eﬂhg Oy Og O

segue dolle convessite delle distenze
segue della costruzione di Torricelli (rot.di 60° )

Sec?;fﬂﬂ dalle. s&Z. g.':i‘ visTe. del Teorema.

‘ Nﬂ.Fn[ennE .

—I_'_'_\_\—\—

.
\\Hx

—_—— —

—

‘A

%

E

/

Ogy

P

T

1

-









